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■ ガンマ関数

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1 e−t dt, z > 0

は，(1) Γ(1/2) =
√
π，(2) Γ(1) = 1，(3) すべての z > 0 に対して Γ(z + 1) = z Γ(z) が成り立つことを示

せ．ただし，必要があれば ∫ +∞

−∞
e−t2/2 dt =

√
2π

を用いてもよい．

（解） (1) 変数変換 t = s2/2 （s ≥ 0）を用いると，
√
t = s/

√
2，dt = s ds より

Γ(1/2) =

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt =

√
2

∫ +∞

0

e−s2/2 ds =

√
2

2

∫ +∞

−∞
e−t2/2 dt =

√
π

となる．(2)

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−t dt =
[
−e−t

]+∞
0

= 1

である．(3) すべての x ≥ 0 に対して ex ≥ x が成り立つので，はさみうちの原理と

0 ≤ tz e−t = (2 z)z ·
{
t/(2 z)

et/(2 z)

}z

· e−t/2 ≤ (2 z)z · e−t/2

より
lim

t→+∞

(
tz e−t

)
= 0

が得られる．部分積分法により

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tz
[
−e−t

]′
dt =

[
tz

(
−e−t

)]+∞
0

−
∫ +∞

0

z tz−1 (−e−t) dt = z Γ(z)

となる．
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