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■ 各 n ∈ N に対して

In =

∫ π/2

0

sinn x dx =

√
π Γ((n+ 1)/2)

nΓ(n/2)

と表されることを示せ．ここで，Γ(z) はガンマ関数であり，Γ(1/2) =
√
π，Γ(1) = 1，すべての z > 0 に対

して Γ(z + 1) = z Γ(z) がみたされることに注意したい．

（解） In の定義より，

I1 = [− cosx]
π/2
0 = 1, I2 =

∫ π/2

0

1− cos 2x

2
dx =

[
2x− sin 2x

4

]π/2
0

=
π

4

であり，各 n ∈ N に対して

In+2 =

∫ π/2

0

[− cosx]′ · sinn+1 x dx = −
∫ π/2

0

(− cosx) · {(n+ 1) sinn x cosx} dx

=(n+ 1)

∫ π/2

0

sinn x (1− sin2 x) dx = (n+ 1) In − (n+ 1) In+2, つまり， In+2 =
n+ 1

n+ 2
In

となる．また，すべての z > 0 に対して Γ(z + 1) = z Γ(z) であるから，

Γ(3/2) =

√
π

2
;

Γ((n+ 2)/2)

Γ((n+ 3)/2)
=

nΓ(n/2)

(n+ 1)Γ((n+ 1)/2)
, n = 1, 2, 3, · · ·

が得られることに注意したい．
Jn =

nΓ(n/2) In
Γ((n+ 1)/2)

とおくと，
J1 =

1 · Γ(1/2) · I1
Γ(1)

=
√
π, J2 =

2 · Γ(1) · I2
Γ(3/2)

=
√
π

であるから，すべての n ∈ N に対して

Jn+2 =(n+ 2)
Γ((n+ 2)/2)

Γ((n+ 3)/2)
In+2 = (n+ 2)

nΓ(n/2)

(n+ 1)Γ((n+ 1)/2)

n+ 1

n+ 2
In

=
nΓ(n/2) In
Γ((n+ 1)/2)

= Jn = Jn−2 = · · · =

J1 =
√
π (n : 奇数)

J2 =
√
π (n : 偶数)

が得られる．したがって，
In =

√
π Γ((n+ 1)/2)

nΓ(n/2)
, n = 1, 2, 3, · · ·

と表される．
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