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■ 任意に固定された実数 t に対して，極限

lim
n→∞

{
Γ((n+ 1)/2)√
π nΓ(n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2
}

を求めよ．

（解） 第 7 回の小テストにより

In =

∫ π/2

0

sinn x dx =

√
π Γ((n+ 1)/2)

nΓ(n/2)
, In+2 =

n

n+ 2
In, n ∈ N

を示している．また，すべての x ∈ [0, π/2] に対して 0 ≤ sinx ≤ 1 であるから，すべての n ∈ N に対して，
0 < In+1 ≤ In が成り立ち，はさみうちの原理と

1 ≤ In
In+1

≤ n+ 2

n
· In+2

In+1
≤ n+ 2

n
· 1 =

n+ 2

n

より
lim

n→∞

In
In+1

= 1

である．また，

In
In+1

=

√
π Γ((n+ 1)/2)

nΓ(n/2)
· (n+ 1)Γ((n+ 1)/2)√

π Γ((n+ 2)/2)
=

2 (n+ 1)

n
· Γ((n+ 1)/2)2

nΓ(n/2)2

より，t = 0 のときの極限

lim
n→∞

Γ((n+ 1)/2)√
π nΓ(n/2)

= lim
n→∞

√
n

2π (n+ 1)
· In
In+1

=
1√
2π

が得られる．t ̸= 0 のときには

lim
n→∞

{
Γ((n+ 1)/2)√
π nΓ(n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2
}

= lim
n→∞

Γ((n+ 1)/2)√
π nΓ(n/2)

·

{(
1 +

t2

n

)n/t2
}−t2/2

·
(
1 +

t2

n

)−1/2
 =

1√
2π

· e−t2/2 · 1 =
e−t2/2

√
2π

となる．
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