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■ ガンマ関数

Γ(z) =
∫ +∞

0

tz−1 e−t dt

に対して，次の問いに答えよ．

(1) Γ(1) を求めよ．
(2) すべての z > 0 に対して Γ(z + 1) = z Γ(z) が成り立つことを示せ．
(3) Γ(1/2) を求めよ．

（解） (1) [−e−t]′ = e−t より

Γ(1) = lim
u→+∞

∫ u

0

e−t dt = lim
u→+∞

[
−e−t

]u

0
= lim

u→+∞
(1 − e−u) = 1

である．(2) 任意の t ≥ 0，` ∈ N に対して et ≥ t`/`! が成り立つことに注意したい．任意の z > 0 に対して，
z の整数部分を k とすると，z < k + 1 より

0 ≤ lim
t→+∞

tz

et
≤ lim

t→+∞

{
(k + 1)! tz−(k+1)

}
= 0

となるので，limt→+∞ (tz e−t) = 0 である．部分積分法により

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0

tz e−t dt =
[
tz (−e−t)

]+∞
0

−
∫ +∞

0

z tz−1 (−e−t) dt = z Γ(z)

が成り立つ．(3) 変数変換 x =
√

t を用いると，

Γ(1/2) =
∫ +∞

0

1
x
· e−x2

· (2 x) dx = 2
∫ +∞

0

e−x2
dx

となる．極座標（x = r cos θ，y = r sin θ）を用いると，

Γ(1/2)2 =4
∫ +∞

0

e−x2
dx

∫ +∞

0

e−y2
dy = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2) dx dy

=4
∫ π

2

0

∫ +∞

0

e−r2
r dr dθ = 2

∫ π
2

0

[
−e−r2

]+∞

0
dθ = 2

∫ π
2

0

1 dθ = π

であるから，Γ(1/2) =
√

π となる．
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