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■ 微分可能な関数 g1(θ)，g2(θ)，· · ·，gn(θ) に対して

[g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)]′ = [log {g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)}]′ g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)

が成り立つことを示せ．また，母数 θ をもつ母集団の確率密度関数を f(x, θ)，X1，X2，· · ·，Xn をこの母

集団からの無作為標本とし，θ̂(X1, X2, · · · , Xn) を母数 θ の任意の不偏推定量とする．

L(x1, x2, · · · , xn, θ) = log {f(x1, θ) f(x2, θ) · · · f(xn, θ)}

とおくとき
∂

∂θ
E
[
θ̂(X1, X2, · · · , Xn)

]
を簡単にせよ．

（解） 対数関数の微分により

[log {g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)}]′ =
[g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)]′

g1(θ) g2(θ) · · · gn(θ)

であるから，これにより前半が示せる．

∂

∂θ
E
[
θ̂(X1, · · · , Xn)

]
=

∂

∂θ

∫
R
· · ·

∫
R
θ̂(x1, · · · , xn) f(x1, θ) · · · f(xn, θ) dx1 · · · dxn

=

∫
R
· · ·

∫
R
θ̂(x1, · · · , xn)

∂

∂θ
[f(x1, θ) · · · f(xn, θ)] dx1 · · · dxn

=

∫
R
· · ·

∫
R
θ̂(x1, · · · , xn)

∂

∂θ
L(x1, · · · , xn, θ) f(x1, θ) · · · f(xn, θ) dx1 · · · dxn

=E

[
θ̂(X1, · · · , Xn)

∂

∂θ
L(X1, · · · , Xn, θ)

]
となる．また，

E

[
∂

∂θ
L(X1, · · · , Xn, θ)

]
=

n∑
k=1

E

[
∂

∂θ
[log f(Xk, θ)]

]
= 0

より
∂

∂θ
E
[
θ̂(X1, · · · , Xn)

]
= E

[{
θ̂(X1, · · · , Xn)− θ

} ∂

∂θ
L(X1, · · · , Xn, θ)

]
が得られる．
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