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レポートボックス

問題 確率変数 X，Y は正規分布 N(µ, σ2) に従い，互いに独立であるとする．このとき，次の問に答えよ．

(i) 確率変数 Z =
(

X − µ

σ

)2

が従う確率分布について調べよ．

(ii) 確率変数 W =
(

X − µ

σ

)2

+
(

Y − µ

σ

)2

が従う確率分布について調べよ．

（解）確率変数 Z と W の分布関数をそれぞれ FZ(z)，FW (w) と表し，確率密度関数をそれぞれ fZ(z)，

fW (w) と表す．

(i) z < 0 のときには，Z ≥ 0 であるから FZ(z) = P (Z ≤ z) = 0 であり，fZ(z) = F ′
Z(z) = 0 である．

z > 0 のときには，

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P
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と表せる．変数変換 x = µ + σ t により
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となるので， d
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√
z] =

1
2
√

z
，Γ( 1

2 ) =
√

π より

fZ(z) = F ′
Z(z) = 2 ·

(
1√
2π

e−
(
√

z)2

2

)
·
(

1
2
√

z

)
=

1
2

1
2 Γ

(
1
2

) z
1
2−1 e−

z
2

である．したがって，Z は自由度 1 の χ2 分布に従う．

(ii) w < 0 のときには，W ≥ 0 であるから P (W ≤ w) = 0 である．w > 0 のときには，

D =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ (x − µ)2 + (y − µ)2 ≤ σ2 w

}
とおくと

FW (w) = P (W ≤ w) = P (D) =
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と表せる．変数変換 x = µ + σ r cos θ，y = µ + σ r sin θ を用いると，dx dy = σ2 r dr dθ より

FW (w) =
∫ 2 π

0

∫ √
w

0

1
2π σ2

e−
r2 cos2 θ

2 e−
r2 sin2 θ

2 σ2 r dr dθ

=
∫ 2 π

0

∫ √
w

0

1
2π

e−
r2
2 r dr dθ =

∫ √
w

0

e−
r2
2 r dr

1



となる．Γ(1) = 1 より

fW (w) = F ′
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が得られる．したがって，W は自由度 2 の χ2 分布に従う．
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