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１ a，b，µ，σ を実定数とし，a < b，σ > 0 と仮定する．関数 f(x)，g(x) をそれぞれ

f(x) =
1√
2π σ

e−(x−µ)2/σ2

, g(x) =


1

b− a
(x ∈ (a, b))

0 (その他)

により定義するとき，積分∫ +∞

−∞
x f(x) dx,

∫ +∞

−∞
x2 f(x) dx,

∫ +∞

−∞
x g(x) dx,

∫ +∞

−∞
x2 g(x) dx

を求めよ．必要があれば， ∫ +∞

−∞

e−z2/2

√
2π

dz = 1

であることを用いても良い．

(解) 多項式の積分により∫ +∞

−∞
x g(x) dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

[
x2

2 (b− a)

]x=b

x=a

=
a+ b

2
,∫ +∞

−∞
x2 g(x) dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

[
x3

3 (b− a)

]x=b

x=a

=
a2 + a b+ b2

3

となる．すべての z ∈ R に対して ez ≥ 1 + z であることに注意したい．z → +∞ のとき

0 ≤ z e−z2/2 =
z

ez2/2
≤ z

1 + z2/2
→ 0

であるから，はさみうちの原理により

lim
z→−∞

(
z e−z2/2

)
= 0, lim

z→+∞

(
z e−z2/2

)
= 0

となり， ∫ +∞

−∞
e−z2/2 dz =

√
2π,∫ +∞

−∞
z e−z2/2 dz =

[
− e−z2/2

]z=+∞

z=−∞
= 0,∫ +∞

−∞
z2 e−z2/2 dz =

[
z
(
−e−z2/2

)]z=+∞

z=−∞
−
∫ +∞

−∞

(
−e−z2/2

)
dz =

√
2π



が得られる．変数変換 z = (x− µ)/σ により∫ +∞

−∞
x f(x) dx =

∫ +∞

−∞
(µ+ σ z)

e−z2/2

√
2π

dz

=
µ√
2π

∫ +∞

−∞
e−z2/2 dz +

σ√
2π

∫ +∞

−∞

(
z e−z2/2

)
dz = µ,∫ +∞

−∞
x2 f(x) dx =

∫ +∞

−∞
(µ+ σ z)2

e−z2/2

√
2π

dz

=
µ2

√
2π

∫ +∞

−∞
e−z2/2 dz +

2µσ√
2π

∫ +∞

−∞

(
z e−z2/2

)
dz

+
σ2

√
2π

∫ +∞

−∞

(
z2 e−z2/2

)
dz = µ2 + σ2

となる．


