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■ −1 < α < 1 とし，原点を中心とする半径 r > 0 の円に沿って正の向きに 1 周する曲線を C(r) とする．
このとき，極限

lim
R→+∞

∫
C(R)

zα

1 + z2
dz, lim

ε→+0

∫
C(ε)

zα

1 + z2
dz

を調べよ．

（解） 変数変換 z = r ei θ （0 ≤ θ ≤ 2π）により∫
C(r)

zα

1 + z2
dz =

∫ 2π

0

rα ei α θ

1 + r2 ei 2 θ
r i ei θ dθ = i

∫ 2π

0

rα+1 ei (α+1) θ

1 + r2 ei 2 θ
dθ

であることに注意したい．ルベーグの収束定理*1と −1 < α < 1 より

lim
R→+∞

∫
C(R)

zα

1 + z2
dz =i

∫ 2π

0

(
lim

R→+∞

Rα−1 ei (α+1) θ

R−2 + ei 2 θ

)
dθ

=i

∫ 2π

0

0

0 + ei 2 θ
dθ = i

∫ 2π

0

0 dθ = 0,

lim
ε→+0

∫
C(ε)

zα

1 + z2
dz =i

∫ 2π

0

(
lim

ε→+0

εα+1 ei (α+1) θ

1 + ε2 ei 2 θ

)
dθ

=i

∫ 2π

0

0

1 + 0
dθ = i

∫ 2π

0

0 dθ = 0

となる．

*1 (X,B, µ) を測度空間とし，E を可測集合とする．また，各 a < t < b に対して f(·, t) : E → R が定義されていると仮定する．
(1) ほとんど至るところで（µ について測度が 0 である集合を除いて） limt→τ f(x, t) = f(x, τ) が成り立ち，(2) 各 t ∈ (a, b)

に対して | f(x, t) | ≤ g(x) をみたす可積分関数 g(x) が存在するならば，

lim
t→τ

∫
E
f(x, t) dµ(x) =

∫
E
f(x, τ) dµ(x)

が成り立つ．
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