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■ a > 1 とし，数列 {xn } を xn = n
√
a （n ∈ N）により定めるとき，limn→∞ xn = 1 であることを示せ．

（解）まず最初に，数列 { yn } を yn = a/n により定めるとき，limn→∞ yn = 0 が成り立つことを示そう．任
意の ε > 0 に対して，アルキメデスの原理により n0 ε > a をみたす n0 ∈ N が取れ，すべての自然数 n ≥ n0

に対して
−ε < 0 < yn =

a

n
≤ a

n0
< ε, つまり， | yn − 0 | < ε

が成り立つ．したがって，limn→∞ yn = 0 である．
数列 { zn } を zn = xn − 1 （n ∈ N）により定める．a > 1 より，すべての n ∈ N に対して zn > 0 であ
る．また，二項定理より，すべての n ∈ N に対して

a = (1 + zn)
n =

n∑
k=1

nCkz
k
n > nC1zn = n zn, つまり， 0 < zn < yn

が成り立つ．はさみうちの原理により limn→∞ zn = 0 であるから，

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(1 + zn) = 1 + 0 = 1

となる．
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