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■ 各 n ∈ N0 に対して，Ψn : N0 → N0 を帰納的に

(i) Ψn(0) = 0, (ii) Ψn(S(m)) = Ψn(m) + n (m ∈ N0)

により定義する．このとき，すべての n，m，k ∈ N0 に対して

ΨΨn(m)(k) = Ψn(Ψm(k)) (E)

が成り立つことを示せ．ここで，分配法則，つまり，すべての n，m，k ∈ N0 に対して Φn(m) + Ψn(k) =

Ψn(m + k) が成り立つことを用いてもよい．

（解） n，m ∈ N0 を任意にとり固定し，k に関する数学的帰納法で証明する．(1) k = 0 のとき，

（左辺）= ΨΨn(m)(0)
(i)
= 0, （右辺）= Ψn(Ψm(0))

(i)
= Ψn(0)

(i)
= 0

より (E) が成り立つ．(2) k = ` のとき (E) が成り立つと仮定する．

ΨΨn(m)(S(`))
(ii)
=ΨΨn(m)(`) + Ψn(m) 仮定= Ψn(Ψm(`)) + Ψn(m)
分配= Ψn(Ψm(`) + m)

(ii)
= Ψn(Ψm(S(`)))

より，k = S(`) のときも (E) が成り立つ．数学的帰納法より，すべての n，m，k ∈ N0 に対して (E) が成り
立つ．
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