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■ 任意の自然数 n，実数 xk，yk （1 ≤ k ≤ n，k ∈ N）に対して
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(E)

が成り立つことを示せ．

（解） 任意の x = (xk)，y = (yk) ∈ Rn に対して 〈x,y〉 を

〈x,y〉 =
n∑

k=1

xk yk

により定めるとき，関数 〈·, ·〉 : Rn × Rn → R は性質

(i) ∀x ∈ Rn 〈x,x〉 ≥ 0; 〈x,x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0

(ii) ∀α, β ∈ R ∀x1,x2,y ∈ Rn 〈αx1 + β x2,y〉 = α 〈x1,y〉 + β 〈x2,y〉
(iii) ∀x,y ∈ Rn 〈x,y〉 = 〈y,x〉

をみたすので，Rn 上の内積であることに注意したい．X = (|xk |)，Y = (| yk |) ∈ Rn とおく．〈Y,Y〉 = 0

のときには，性質 (i) より Y = 0 であるから，不等式 (E) の両辺ともに 0 となり，不等式 (E) が成り立つ．
したがって，〈Y,Y〉 6= 0 のとき不等式 (E) が成り立つことを示せばよい．性質 (i) より 〈Y,Y〉 > 0 であり，
すべての t ∈ R に対して

0 ≤ 〈X + tY,X + tY〉 = t2 〈Y,Y〉 + 2 t 〈X,Y〉 + 〈X,X〉

が成り立つので，
{〈X,Y〉}2 − 〈X,X〉 〈Y,Y〉 ≤ 0

でなければならない．したがって，
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となり，不等式 (E) が成り立つ．
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