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１ 次の極限を調べよ．

(1) lim
x→0

(
lim
y→0

x2

x2 + y2

)
(2) lim

y→0

(
lim
x→0

x2

x2 + y2

)
(3) lim

(x,y)→(0,0)

x sin(x y)

x2 + y2

(解) (1)，(2): x → 0 のときには x ̸= 0，y → 0 のときには y ̸= 0 であるから

lim
x→0

(
lim
y→0

x2

x2 + y2

)
= lim

x→0

x2

x2 + 0
= lim

x→0
1 = 1,

lim
y→0

(
lim
x→0

x2

x2 + y2

)
= lim

y→0

0

0 + y2
= lim

x→0
0 = 0

である．
(3): z ≥ 0 のとき，−1 ≤ cos z ≤ 1 より

− |z| = −z =

∫ z

0

(−1) dt ≤
∫ z

0

cos t dt = sin z ≤
∫ z

0

1 dt = z = |z|

である．同様に，z ≤ 0 のとき

− |z| = z =

∫ 0

z

(−1) dt ≤
∫ 0

z

cos t dt = − sin z ≤
∫ 0

z

1 dt = −z = |z|

が得られるので，すべての z ∈ R に対して |sin z| ≤ |z| が成り立つ．(x, y) → (0, 0) のとき

0 ≤
∣∣∣∣x sin(x y)x2 + y2

∣∣∣∣ = |x| |sin(x y)|
x2 + y2

≤ |x| |x y|
x2 + y2

= |y| · x2

x2 + y2
≤ |y| → 0

であるから，はさみうちの原理より

lim
(x,y)→(0,0)

x sin(x y)

x2 + y2
= 0

となる．


