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１ R2 の部分集合

D = {(x, y) : −1 ≤ x < 1, −1 < y ≤ 1} = [−1, 1)× (−1, 1]

について IntD，∂D，ClD を求めよ．

(解) R2 の部分集合 D1，D2，D3 をそれぞれ
D1 = {(x, y) : max(|x| , |y|) < 1} = (−1, 1)× (−1, 1),

D2 = {(x, y) : max(|x| , |y|) = 1} = ({−1, 1} × [−1, 1]) ∪ ([−1, 1]× {−1, 1}),
D3 = {(x, y) : max(|x| , |y|) > 1} = R2 \ (D1 ∪D2)

とする．明らかに
D1 ⊂ D ⊂ (D1 ∪D2), D ∩D3 = ∅

である．また，任意の ε > 0，(a, b) ∈ R2 に対して (a, b) ∈ Uε(a, b) であるから，(a, b) ∈ D3

ならば，内点の定義より (a, b) /∈ IntD となる，つまり，IntD ⊂ D1 ∪ D2 である．(1) 任意に
(a, b) ∈ D1 を取り，

ε =
1−max(|a| , |b|)

2

とおくと，max(|a| , |b|) < 1 より ε > 0 である．任意の (x, y) ∈ Uε(a, b) に対して，

|x− a| ≤
√
(x− a)2 + (y − b)2 < ε, |y − b| ≤

√
(x− a)2 + (y − b)2 < ε

より

|x| = |a+ (x− a)| ≤ |a|+ |x− a| < |a|+ ε ≤ |a|+ 1− |a|
2

=
1 + |a|

2
< 1,

|y| = |b+ (y − b)| ≤ |b|+ |y − b| < |b|+ ε ≤ |b|+ 1− |b|
2

=
1 + |b|

2
< 1

が得られ，(x, y) ∈ D となるので，Uε(a, b) ⊂ D である．内点の定義より (a, b) ∈ IntD となり，
D1 ⊂ IntD である．(2) 任意に ε > 0，(a, b) ∈ D2 を取り，

ε̂ = min(ε, 1), x± = a

(
1± ε̂

2
√
a2 + b2

)
, y± = b

(
1± ε̂

2
√
a2 + b2

)
とおくと， √

(x± − a)2 + (y± − b)2 =
ε̂

2
≤ ε

2
< ε

より (x±, y±) ∈ Uε(a, b) である．また，max(|a| , |b|) = 1 より，
1

2
≤ 1− ε̂

2
√
a2 + b2

< 1 < 1 +
ε̂

2
√
a2 + b2

,

max(|x±| , |y±|) =
(
1± ε̂

2
√
a2 + b2

)
max(|a| , |b|) = 1± ε̂

2
√
a2 + b2



が成り立つので，(x−, x−) ∈ D1 ⊂ D，(x+, y+) ∈ D3 ⊂ (R2 \ D) である．したがって，
(a, b) /∈ IntD であり，(a, b) ∈ ∂D である．つまり，D1 ∩ IntD = ∅，D2 ⊂ ∂D が成り立つ．
IntD ⊂ D1 であるから，(1) より IntD = D1 となる．(3) 任意に (a, b) ∈ D3 を取り，

ε =
max(|a| , |b|)− 1

2

とおくと，|a| > 1 または |b| > 1 より ε > 0 であるから，任意の (x, y) ∈ Uε(a, b) に対して，(i)

|a| ≥ |b| のときには

|x| = |a+ (x− a)| ≥ |a| − |x− a| > |a| − ε = |a| − |a| − 1

2
=

1 + |a|
2

> 1

となり，(ii) |a| ≤ |b| のときには

|y| = |b+ (y − b)| ≥ |b| − |y − b| > |b| − ε = |b| − |b| − 1

2
=

1 + |b|
2

> 1

となるので，max(|x| , |y|) > 1，つまり，(x, y) ∈ D3 が得られる．したがって，(a, b) /∈ ∂D であ
る．以上から，

IntD = D1 = (−1, 1)× (−1, 1),

∂D = D2 = ({−1, 1} × [−1, 1]) ∪ ([−1, 1]× {−1, 1}),
ClD =D1 ∪D2= [−1, 1]× [−1, 1]

である．


