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■ 各 n ∈ N に対して Dn = {(x, y) : x2 + y2 ≤ n2} とおくとき，極限

lim
n→∞

∫∫
Dn

e−x2−y2

dx dy

を求めよ．

（解） 極座標変換 x = r cos θ，y = r sin θ を用いる．このとき，

J =

∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r ≥ 0

である．En = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ n, 0 ≤ θ ≤ 2π} とおくと，∫∫
Dn

e−x2−y2

dx dy =

∫∫
En

e−r2 | J | dr dθ =

∫ 2π

0

(∫ n

0

e−r2 r dr

)
dθ

=

∫ 2π

0

[
−e−r2

2

]r=n

r=0

dθ =

∫ 2π

0

1− e−n2

2
dθ = π (1− e−n2

)

により

lim
n→∞

∫∫
Dn

e−x2−y2

dx dy = lim
n→∞

{
π (1− e−n2

)
}
= π

となる．
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