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■ 関数

f(x, y) =


x y sin

1√
x2 + y2

((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

に対して，(1) 点 (0, 0) で連続であるか否か，(2) 偏微分係数
∂f

∂x
(0, 0) および

∂f

∂x
(0, 0) が存在するか否か，

(3) 点 (0, 0) で全微分可能か否かを調べよ．

（解） (1) 極座標 x = r cos θ，y = r sin θ を用いると，θ に無関係に

0 ≤ | f(r cos θ, r sin θ) | =
∣∣∣∣ r2 sin θ cos θ sin

1

r

∣∣∣∣ ≤ r2 → 0 (r → +0)

が成り立つので，
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 = f(0, 0)

である．したがって，f(x, y) は点 (0, 0) で連続である．(2) 点 (0, 0) での偏微分係数を計算すると，

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0

となる．(3) 剰余項 ε(x, y) を

ε(x, y) = f(x, y)−
{
f(0, 0) +

∂f

∂x
(0, 0) (x− 0) +

∂f

∂y
(0, 0) (y − 0)

}
= x y sin

1√
x2 + y2

とおく．極座標 x = r cos θ，y = r sin θ を用いると，θ に無関係に

0 ≤

∣∣∣∣∣ ε(x, y)√
(x− 0)2 + (y − 0)2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ r2 sin θ cos θ

r
sin

1

r

∣∣∣∣ ≤ r → 0 (r → 0)

が成り立つので，

lim
(x,y)→(0,0)

ε(x, y)√
(x− 0)2 + (y − 0)2

= 0

である．したがって，f(x, y) は点 (0, 0) において全微分可能である．
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